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人 类 识 自 然 ， 往事 几 吾 年 ， 

探索 穿 研 ， 窒 述 前 贤 ， 

花 明 柳 暗 别 有 天 ， 下 羔 话 衣 狂 量 篇 ， 

诈 旋 神奇 满目 是 ， 蜂 房 秘 寓 未 全 所 ， 

气象 尹 填 。 竺 时 向 前 ， 
袖子 


先 丐 痰 我 接触 到 和 思考 这 问题 的 过 程 ， 始 之 以 “有 趣 ”. 
在 看 和 到 了 通 众 读 物 上 所 描述 的 自然 界 的 奇迹 之 一 一 一 蜂 房 结 
构 的 时 候 ， 觉得 趣味 挫 然 ， 引 人 入 胜 。 人 得 继 之 而 来 的 却 是 
“困惑 "， 中 党 程度 的 读物 上 所 提出 的 数学 问题 我 觉 不 会 ,或 
说 得 更 确 团 些 ， 我 竟 不 能 在 脑 净 中 想象 出 一 个 儿 何 模型 来 ， 
当然 我 更 不 能 列 出 所 对 应 的 数学 间 题 来 了 ， 更 不 要 说 用 数学 
方法 来 解 湛 这 个 问题 了 ! 在 列 不 出 数学 间 题 ， 杰 象 不 出 几何 
模型 的 时 候 ， 咱 办? 感性 知识 不 够 ， 于 是 乎 请 教 实物 ， 找 个 
蜂 卢 来 看 看 ， 看 了 之 后 ， 了 解 了 ， 原 来 如 此 ， 问 题 形 成 了 ， 
因而 很 锯 地 初步 解决 了 .但 解法 中 用 了 些微 积分 ， 国 而 提出 
一 个 问题 ， 能 不能 不 用 微 积分 ， 想 岂 些 使 中 学 同学 能 懂 的 初 
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竺 解法， 这 样 就 出 现 了 本 文 的 第 五 节 “ 谱 化 ”( 在 这 段 中 还 将 
名 揪 南 京师 范 学 院 锣 中 老师 和 辐 学 给 我 提出 的 几 种 不 同 解 
法 ， 这 种 听 了 报告 就 动手 动脑 的 风气 是 值得 称道 的 }。 问 题 
解 得 是 否 全 面 ? 更 全 面 地 沽 虑 后 ， 引 出 一 个 "难题"。 这 难题 
的 解决 需要 些 较 高 识 或 蒋 繁 揽 的 数学 。 在 本 文中 我 作 了 些 对 
毕 ， 以 便 看 出 峰 房 的 特点 灯 。 

在 深 人 探讨 一 下 之 后 发 现 ， 容 积 一 样 而 用 材 最 省 的 尺寸 
比例 宽 不 是 实测 下 来 的 数据 ， 因 而 使 我 们 怀疑 前 人 已 得 的 结 
诊 。 因 而 发 现 问题 的 提 法 也 必须 改变 ， 似 乎 应 当 是 ， 以 密 帮 
的 身长 腰围 为 准 ， 怎 料 的 妖 房 才 最 省 笠 料 ， 这 样 问题 就 更 进 
了 一 步 ， 不 是 仅仅 乎 依赖 于 空间 形式 与 数 攻关 系 的 数学 问 是 
了 ， 而 是 与 生物 体 统一 在 一 起 的 问题 了 ， 这 问题 的 解答 ， 不 
是 本 书 的 水 平 所 能 胜任 的 ， 

问题 看 清 了 ， 解 答 找 到 了 ， 但 还 不 能 就 此 作 结 ， 随 之 而 
来 的 是 汉 想 联 部 。 更 丰富 更 多 的 问题 ， 在 这 小 册子 上 是 写 不 
完 的 ， 并 且 不 少 已 经 超出 了 中 学 生 水 平 ， 但 在 最 后 我 还 是 约 
略 地 提 一 下 ， 写 了 几 节 中 学 生 可 能 看 不 蛋 的 东 丙 。 留 些 咀嚼 
余味 加 | 

总 之 ， 我 做 了 一 个 习题 .我 把 做 习题 的 源源 本 本 写 下 来 
供 中 学 局 学 参考 ， 请 读者 指正 ， 


31 有 趣 


我 把 我 序 技击 到 的 通俗 读物 中 有 关 峰 房 的 材料 摘 引 几 杂 
(有 些 用 括号 标 出 的 问 旬 或 间 号 是 作者 添上 的 ). 
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如 果 把 密 蜂 大 小 放大 为 人 体 的 大 小 ， 蜂 逢 就 会 成 为 一 个 
垮 硅 在 几乎 法 20 公顷 的 天 顶 上 的 密集 的 立体 市 镇， 

一 道 微弱 的 光线 从 市 镇 的 一 过 射 来 ， 人 们 闭 到 由 高 到 低 
巧 挂 普 一 排 排 一 列 烈 五 十 晨 的 建筑 物 。 

元 立 在 左右 琴 条 街中 间 的 高 棋 上 ， 排 列 着 藩 墙 围 成 的 度 
深 叉 矮 的 。 成 于 上 万 个 六 角形 集 房 ， 

为 什 冬 时 六 角形 ? 这 到 底 有 什么 好 
处 ? 于 从 世纪 初 ， 法 国学 者 马 拉 尔 琪 曾 
经 油 秒 过 蜂 富 的 尺寸 ， 得 到 一 个 有 趣 前 
发 现 ， 那 就 是 六 前 形 寞 润 的 六 个 角 ， 都 
有 一 狼 的 规律 ， 钝 角 等 于 109 "287， 锁 
角 等 于 70"327. (对 吗 ? ) 

难道 这 是 但 然 的 现象 吗 ? 法 国 物 理学 家 列 奥 鹿 拉 由 此 得 
到 一 个 启示 ， 蜂 帘 的 形状 是 不 县 为 了 使 材料 最 节省 而 容积 最 
大 上 哆 7? (确切 的 提 法 应 当 是 ,同样 大 的 容积 ， 建 筑 用 材 最 省 ， 
或 同样 多 的 建筑 材料 ， 造 成 最 大 容积 的 容器 , ) 

到 奥 强 拉 去 请 教 巴 黎 科 学 院 院 士 瑞 士 数 学 家 克 尼 格 ,他 
计算 的 结果 ， 使 人 非常 起 惊 。 因为 他 从 理论 上 的 计算 ， 要 消 
耗 最 少 的 材料 ， 制 成 最 天 的 茵 形容 器 C? )， 它 的 角度 应 该 是 
109”25“ 和 70 34'。 这 与 妖 窜 的 角度 仅 差 2 分 ， 

后 来 ， 苏 格 苦 数学 家 马克 沙 林 又 重新 计算 了 一 次 ， 得 出 
的 结果 况 和 蜂窝 的 角度 完全 一 - 样 ， 后 来 发 更， 原来 是 上 克 尼 榨 
计算 时 所 用 的 对 数 表 (? ) 印 错 了 | 

小 小 密 妖 在 人 类 有 时 以 前 所 已 经 解决 的 问题 ， 竟 要 十 八 
世纪 的 数 党 家 用 高 等 数学 才能 解 央 蛇 1 ™ 
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图 1 


这 些 是 多 么 有 趣 的 描述 蚜 !“ 小 小 蜜 玫 *", “科学 院 院 十 ”， 
“高等 数学 ”，“ 对 数 表 印 错 了 ”I 真是 引人入胜 的 描述 昨 ! 启 
峰 人 们 思考 的 拱 述 呀 ! 

诚 如 达尔 文 说 得 好 “ 蘑 房 的 粮 巧 攀 进 十 分 符合 需要 ,如 
时 一 个 人 看 到 前 房 而 不 备 加 赞扬 ， 那 他 一 定 是 个 糊涂 虫 .” 自 
热 界 的 奇迹 如 此 ， 人 类 认识 这 问题 的 过 程 又 如 此 ， 怎 能 不 引 
人 人 胜 呢 ， 
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是 的 ,真有 趣 . 这 个 十 作 世 纪 数 学 家 所 已 经 解决 的 问题 ， 
我 们 会 不 会 ? 如 果 会 ， 要 用 怎样 的 高 等 数学 ? 大 学 教授 能 不 
能 解 ? 大 学 高 年 级 学 生 能 不 能 和 解 ? 我 们 现在 是 二 十 世纪 了 ， 
大 学 低 年 级 学 上 生 能 不 能 解 ? 中 学 生 龙 不 能 解 ? 且 悍 ! 这 到 底 
是 个 什么 数学 问题 ? 什么 样 的 六 .角形 宽 润 的 钢 角 等 于 
109"28 ， 锐 角 等 于 70"3279 不 懂 ! 闪 角 形 六 内 角 的 和 等 于 
(6 一 2) T=4 史 =720”"， 每 个 角 平 沟 120"， 出 109"28” 与 
70”32/ 都 小 于 120"， 因 而 处 可 能 有 这 样 的 六 角形 ， 

茎 说 * 妖 窜 是 六 角形 的 ”"”， 叉 说 “ 它 是 萎 形 容器 *， 所 斤 述 
的 到 底 是 个 什么 梯子? 六 角形 和 菱形 都 是 平面 图 形 的 术语 ， 
怎样 用 来 亏 划 一 个 立体 结构 ? 不 懂 ! 

困 增 : 不 要 说 租 问 题 了 ， 思 个 蜂窝 模型 都 摸 不 清 ， 问 题 
名 在 心 上 了 ! 这 样 想 ， 那 样 推 , 泡 法 在 旷 海 水 成 一 个 形象 染 ， 
设想 出 了 几 个 结构 ， 算 来 算 去 ， 都 与 事实 不 符 ， 我 不 出 这 样 
的 角度 来 . 这 还 不 只 是 数学 问题 ， 而 必须 请 教 一 下 筷 物 ， 看 


- | 


乔 峰 房 到 底 是 怎 太 的 几何 形状 ， 所 谓 的 角 到 底 是 指 的 什么 
角 ! 
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解除 展 恼 的 最 简单 的 办 水 是 撒 如 ， 是 的 ， 我 们 一 千 个 
带 由 可 以 撤退 ， 象 这 是 已 经 解决 了 的 问题 对 ! 这 不 是 局 开 我 
们 研究 的 范围 内 的 问题 蚜 ! 这 还 不 是 确切 的 柳 学 问题 是 ! 这 
些 理由 中 只 要 布 一 个 哲 藉 ， 我 们 区 将 失去 了 一 个 贸 栋 的 机 
会 . 一 千 个 理由 项 不 上 一 个 理由 ， 就 是 不 会 ! 不 会 就 得 趣 ， 
就 得 想到 水 改 厂 出 来 空间 的 几何 图 形 既 然 还 属 功 然 ， 当 然 
就 必须 请 教 实物 ， 感 谢 昆 虫 学 家 间 崎 乐 教授 ， 他 给 了 我 一 个 
蜂 房 ， 合 我 摆脱 了 困 漠 ， 

画 一 支 销 笔 怎 样 画 ? 是 否 把 它 画 成 为 如 图 2 那样 ? 


Oi < 


播 2 
有 人 说 这 不 象 ， 我 说 很 象 。 我 是 从 近 处 正 对 关 铅 笔头 画 
的 ,这 是 写实 ,但 是 并 不 是 以 肇 其 出 铝 牧 的 形态 来 ， 我 们 的 
图 1 (和 § 1 的 说 明 ) 就 是 用 “ 正 对 铝 笔头 的 方 兴 ” 画 出 来 的 ， 
当然 没有 了 立体 感 ， 更 无 法 显示 出 姓 房 内 部 的 构造 情况 . 
看 到 了 实物 ， 才 知道 既 说 “天 角 ” 又 说 < 装 形 * 的 意义 。 原 
采 是 ， 正 面 看 来 ， 妖 房 是 由 一 些 正六 地形 所 组 成 的 ， 肥 拓 是 
正六 边 形 ， 那 就 每 一 角 都 是 129”"， 并 没有 什么 角度 的 和 问题 . 
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问题 在 于 房 宕 。 暴 房 并 非 六 被 栓 ， 它 的 底部 都 是 由 三 个 苏 形 
所 拼 成 的 .图 3 基 峰 房 的 立体 图 ， 这 个 图 比较 清楚 些 ， 但 还 
十 得 用 各 逢 分 图 及 说 晶 来 解释 清楚 ， 说 得 更 具体 些 ， 拿 一 支 
六 棱柱 的 铅笔 ， 未 前 之 前 ， 希 笔 一 端的 形状 是 正六 角形 
4BCDEF( 图 和 通过 46, 一刀 切 下 一 解 , 把 三 角形 4BC 
括 置 XPC 处 ; 过 AE, CE 切 如 此 同样 三 刀 , 所 堆 成 的 形状 
就 如 图 5 那样 ， 而 峰 凡 就 是 由 两 排 这 样 的 峥 瞩 底 部 和 产 部 相 
接 而 成 的 。 

国 而 初步 形成 了 以 下 的 数学 问题 了 ， 

怎 幸 切 出 来 使 所 拼 成 的 壮 个 凌 形 做 旗 的 六 面 柱 的 表面 积 
最 小 ? 

为 箱 台 说 是 “初步 "? 且 竺 6、§7 中 分 和 解 。 下 节 中 首先 
解决 这 个 简单 问题 ， 


|， 
EF 


《读者 试 利用 这 机 会 米 考 验 一 下 自己 对 几何 图 形 的 空间 


想象 能 力 。 这 样 的 图 形 可 以 排 成 密切 无 间 的 蜂窝 .) 


34 解 是 


假定 六 棱柱 的 边 长 是 1, 先 求 4C 的 长 度 ，4BC 是 腰 长 
为 1， 夹 角 为 120" 的 等 胜 三 角形 。 以 40 为 对 称 轴 作 一 个 三 
角形 26C (图 6)。 三 角形 :8 如 是 等 边 三 角形 ,因此 ， 


1 1 _Y3 
A A 1 () 到) = 2 3 
即 得 AC=Y 3， 


把 图 5 的 表面 分 成 六 耸 ， 把 其 中 之 一 挫 平 下 来 ， 得 出 图 
7 的 形状。 从 一 个 宽 为 1 的 长 方形 切 去 一 角 ， 切 害处 成 边 


4P。 以 4P 为 大, 巧 :三 为 高 作 等 腰 兰 角形 、 问 题 ， 怎样 切 才 


? 


能 使 所 作出 的 图 形 的 面积 最 小 ? 
假定 被 切 去 的 三 角形 的 商 是 和。 从 乍 形 中 所 切 去 的 面积 


桔子 二 *。 现在 看 所 添上 的 三 角形 4PP 的 面积 ，< 的 长 
度 是 YI 因此 PP 的 长 麻 等 于 
2 (1+#) = VI 


因而 三 角形 4PP' 的 面积 等 于 


VE ir 
问题 再 变 而 为 求 
-eiTd 
的 最 小 值 的 问题 


念 过 微 积分 的 读 震 空 刻 可 以 用 以 下 的 方 庄 求 解 ，( 设 有 
学 过 微 积分 的 读者 可 以 路 南 以 下 这 一 段 .) 
求 


A(o= 一 全 *+ V3yi Tx 


的 斤 座 ， 科 


出 六) ==0， 解 得 114 本 124% 2 又 
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V3 dV 3x _ YY3 
CY) = ~ CI 4 = i> 


因而 当 z 一 了 二 时 给 出 极 小 信 


1 )=- 1 ,VS3,V3,__l 
V2 4 Va Ve. 


这 一 蔬 说 明了 当 * 一 于 时 取 最 小 值 ， 即 在 一 楼 上 过 


s = 二 处 (图 5 中 书 点 ) 以 及 与 该 楼 相信 的 二 核 的 庙 点 (图 


中 了 .点 ) 切 下 来 放 上 去 的 图 形 的 表面 积 最 小 . 
用 7? 表示 三 角形 4 了 PP' 两 腰 的 类 角 人 Ps4P，。 的 余 荐 


出 以 下 的 仿 续 公式 给 出 : 
2{1 于 437cosy 一 31 十 2 一 人 十 472 一 1 一 2 
1—2x2 =3/ ,1\_1 
印 2 一 3 二 = : 


因此 得 出 ?一 70*327。 

把 间 题 说 得 更 一 般 些 ,以 边 长 为 a 的 正六 边 形 为 底 , 以 8 
为 高 的 六 楼 往 ,其 六 个 顶点 顺 次 以 4BCD 如 Zn 标 出 (图 8)， 过 
B (或 D 或 也 ) 相距 硕 点 为 二手 
4) 作 一 平面 ; 切 下 三 个 四 面体 ， 反 过 来 堆 在 可 上 ， 得 一 以 
三 个 甘 形 做 底 的 六 楼 尖顶 柱 ， 现 在 算出 这 六 居 尖 顶 往 的 体积 
和 家 面积 


2 处 及 了 C 或 品 互 或 吾 ， 


体积 等 于 以 边 长 为 z 的 正 友 角 
形 的 面积 吴 高 名 即 
6 x ex eB Se 


莱 以 包 即 得 


表面 积 等 于 大专 柱 的 俩 面积 6 45 加 上 天 储 的 -天 [也 


6ab 十 -二 “=ad2+ 三) 
》35 浅 化 


没有 读 过 微 积 分 的 污 者 不 要 着 总， 在 我 解决 了 这 问题 之 
后 ， 当 然 就 想到 了 要 不 要 用 微 税 分 ， 能 不 能 找到 一 个 中 学 生 
所 能 理解 的 解 落 。 有 的 ， 而 且 很 不 少 ， 

方法 ~ ”我们 需要 用 以 下 的 结果 (或 其 为 算术 中 项 大 于 
几何 中 项 )。 当 a>0，6 渤 0 时 ， 常 有 


宫 (4 二 如 忆 yA, (1) 


当 a= 时 取 等 号 ， 当 ez 时 取 不 等 号 ， 这 一 结论 可 由 不 等 
式 
(Va—V bm0 (2) 
立刻 推出 。 
现在 试 来 解决 问题 ， 命 2*= :一 二 -Ge>0)， 则 


由 (1》 得 出 


二 1 
f(r) >2/ YI-D (VS+D)- FF 


并 县 知道 仅 当 


1[1i+Y3 2Y2 


而 当 ei 
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V3 1-V3 


时 ， ix) 取 最 小 值 -7 


方法 二 ”在 式 子 
[VTTAXT 十 2 3) 时 一 由 (十 4Y5 一 2 ?二 了 


2 px CTH) TY 十 442 一 2 A 


中 ， 取 2( 如 一 4)= 一 地， 总 + 二 上 半 ， 即 得 


/ 
一 到 x + Vid 2 hu Vr 


1 


/3 1 
和 


并 上 且 促 当 六 (WIT4 x 2%) 一 22( V1 二 4x? 一 2x) 时 隐 禾 


号 ， 即 


0) 二 十 2 十 上 2) 


1. 
时 取 泌 号 。 解 得 * 
方法 三 ” 命 2*x=teg, 则 


Iz 


1 . 1 
一 地 sin GTIV3 lsing 


cns COS 四 


x)= 


>2 / ce 一 5 =2VagB, 


这 用 e+3= 五 3， 一 xs 二 8 一 一 二， 不 准 自 此 解 得 答 完 ， 


方法 员 是 三 个 ， 实 质 公有 一 条 ， 转 来 转 去 仍然 是 依据 了 
+b—2ap—{b—a) 0. 

南京 师范 学 院 附 中 的 老师 和 同学 们 久 提 供 了 以 下 的 四 个 
证 明 ( 廊 蔡 四 至 方法 七 ). 


方法 四 令 yl etl yi 


融 y+l w= LSITI, 
3 4 
两 迪 平 方 并 加 以 整 惠 得 
32 y+ =0. 《3) 


因为 * 为 实数 ， 故 二 次 方程 (31 的 判别 式 


4 2 2 一 和 y— 2 520， 


而 了 必 天 于 0， 因此 > 的 景 小 什 是 -7 以 些 代 入 C3), 则 


1 
不 二 一 一 


Ve 
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方法 五 设 #T 二 dx 一 2% 二 ty 《td 人) 


_ 1 


由 此 得 *=- 一， 


1 i+r? 
3 一 二 
周 下 VIT4* ri 


El (1) 
故 fx} 本 十 


lS era-1) 
8 t 


=1[(V3+Dit ys -D+] 


1 — -一 -一 1 
> YD 


由 此 不 难 解 出 问题 
方法 六 设 2x=tg0, 
则 y= f(x)= V5. secg 一 土 tgb， 
4 4 
即 4%cos sinfg=T 3, 


VI ysin (+0) 一 W 3， 
这 铬 由 给 二 4 3 决定， 因此 ， 


: 3 
Pm) 一 oO 
sin C+) Ei <1, 
即 1+16 3223， 
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故 必 的 最 小 全 为 本 ， 这 时 18y =YE，creyp = 
sin (86+) 二 1, 因 此 
TT 


OF2 hr 【大 一 日, 


四 本 _I 1 
于 是 tae? ==ctgwy pub x 2 Be 了 


方法 七 
车 先 证 明 ， 当 5 六 ]，# 宇 0 时 下 列 不 等 式 成 立 ， 


VIA) Vy Ei (4) 


且 仅 当 * 一 一 时 等 号 成 立 , 
证 ; E56 一 Dx 一 1]2=(5—1)?42—2(3—1)*+1>0. 
故 (BEI OPTIR+tl4 bt(1+*) 0, 


(B+1)x+im2y Bx +41) x Vx, 
blx+1)—2y br+1) x Vx+*b—1l, 


即 (VPix+1l)— Yr —1>0. 
则 Vox+1)— Vr Vo—1. 


这 样 ， 不 等 式 (4) 得 证 ， 由 此 ， 


仅 当 4 xi 一 寺 时 (此 时 = 3》 等 号 成 立 ， 即 得 问题 之 解 


方法 人 《北京 师范 大 学 附属 实 痊 中 学 某 高 一 同 学 的 解 
法 ) 


由 p= TT 
清理 方 祖 号 得 出 pd 
即 六 一 计生 (4 一 2 
可 知 当 = 一 2 一 一 一 时 ，? 取 最 小 估 ， 


V8 
恋 省 试 分 析 这 些 证 渤 的 原则 性 的 小 同 点 或 不 同 点 (例如 
配方 》。 


36 慎 微 


我 们 必须 小 心 在 意 ， 不 要 以 为 前 万 提出 的 几何 问题 和 我 
们 上 两 他所 讨论 的 代数 问题 
大 完全 等 价 的 了 .在 几何 问 
题 中 ， 切 割 处 不 能 超过 六 楼 
全 本 衣 是 商 诺 ” 洗 
须 沁 4 才 有 意义 .如 果 3 


—a, 2 起 样 匡 9 
< 一- 二 应 当 怎样 切 才 对 ? 
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起 从 就 是 通过 土 底 的 4C 及 下 底 的 吾 所 切 而 的 方 颖 ， 共 切 三 
力 押 得 出 的 图 形 {图 9)? 


837 切 方 


长 以 下 的 加 题 立交 可 以 联想 到 ， 以 六 入 往 为 基础 ， 还 有 
设 有 有 其它 的 团 拼 方法 ? 例如 ， 不 古 尖 顶 六 楼 柱 ， 而 是 慑 汶 六 
楼 往 行 不 行 ? 由 四 方 柱 出 发 行 不 行 ? 用 四 方 往 怎 社 切 下 搂 上 
明 好 ? 读者 不 妨 多 方 设想 。 我 现在 举 以 下 工 例 ， 


1. 从 边 长 为 1 的 正四 方 福 的 地 处 切 下 一 个 三 角 柱 堆 到 


顶 上 ， 允 过 也 如 死 切 ， 也 如 此 境 上 夫 《 图 翅 ， 参 看 图 14)， 
玲 好 之 后 得 一 方 柱 上 加 一 旺 汐 的 形状 ， 求 切 在 坷 处 ， 卖 面积 
最 小 ? 

假定 在 徐 上 距 顶 点 * 处 切 。 一 刀 伍 侧面 少 去 一 个 矩形 ， 
面积 是 x 《并 内 同时 还 少 碎 三 个 三 角形 、 但 是 殷切 下 来 的 三 
蕴 柱 搬 置 巴 上 以 后 ， 此 两 个 三 角形 仍 为 柱 体 的 侧面 ， 因 此 突 
际 上 并 没有 少 )， 座 上 三 角 桩 翻 开 后 色 露 出 的 两 个 侧面 ， 大 


总 面积 是 2 W x+ 全。 因此， 问题 成 为 


求 
一 2 十 2 x2 十 主 
的 最 小 值 , 
本 ， 1 C= 工 
不 淮 求 由 ， 当 * 二 一 一 一 和 膨 ， 此 面积 
4V3 国 好 
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1 
1 .+2y 1 3. 


Bx3 和 4Y3 V3 
2. 如 果 把 ^ 切 边 * 改 为 “ 切 角 "， 即 过 两 这 中 点 及 棱 上 距 
顶点 为 * 处 切 下 四 闸 体 堆 上 去 的 情况 (图 11)， 


~ 


1 


一 刀 切 去 侧面 两 个 三 角形 ,其 总 丽 积 为 2x 二 + ~ 沁 一 六 
添上 两 个 沁 长 为 
_ 有 
+ 十 询 ， We? 二 页 ， ” 训 + 寺 


的 三 角形 (图 12)， 其 总 面积 是 


一 过 十 ] 天 2 
问题 成 为 求 和 + 


的 最 小 值 。 
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i Ul 
不 淮 求 出 当 * 一 -时 ， 即 得 最 小 值 -7 


丙种 切 法 相 比 ， 前 一 鞭 湛 上 二 块 大 小 是 上 的 面积 ， 后 


、， 1 
一 法 诺 止 四 块 大 小 是 17 二 的 面积 ， 由 于 


1 y 2 y 1 3 
‘x 2y8 2 2 二 2 ? 
所 以 第 二 种 切 陆 更 好 些 . 


把 第 一 种 切 法 讲 得 更 -- 般 些 ， 四 方 福 的 底 是 边 长 为 «的 
1 
正方 形 ， 高 是 从 四 方形 边 的 十 。 处 及 楼 上 275" 处 切 


下 一 全 三 角 柱 ， 堆 到 项 上 . 则 所 得 旺 背 四 方 柱 的 体积 仍 为 
435， 面 天 闸 积 (不 算 底面 ) 为 


0 十 2 Li =4 a 十 Yo). 

第 二 种 切 法 的 一 般 情 况 则 是 ， 四 方 柱 的 底 是 边 长 为 4 的 
正方 形 ， 高 为 5 从 四 方形 两 邻 边 的 中 点 及 楼 上 -7 “处 
切 下 四 个 四 商 体 ， 堆 公 硕 上 形成 一 个 尖顶 四 方 柱 ， 其 体积 仍 

1 


是 29, 而 表面 积 (不 算 底面 ) 是 4o8 二 -7 全 ， 
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38 妖 二 
以 上 虽然 讲 了 不 少 ， 我 们 还 没有 回答 出 “ 辣 样 的 体积 , 哪 
一 种 模型 需要 建筑 材料 最 少 * 的 问题 ,在 处 型 这 问题 之前， 侍 
证 其 以 下 的 不 等 式 . 
襄 果 a 汪 9， 0,0， 则 
村 (za 二 2 二)(abe) (1) 
且 仅 当 a==?5=c 时 联 筝 号. 
基 十 明 可 由 以 下 的 慨 刍 式 推 出 ， 
a+5+ic—3Cabe)3= (4+ 六 + ce) 
[a 和 +6 ce Can) Ce)$— Cog) 
一 地 (43 十 于 + | 
[Cad— 63) (Bc) Cr a) . 
定理 1。 体 积 为 六 的 尖 项 六 被 福 的 表 面积 〈 不 筑 底面 ) 
的 景 小 信 是 3 WA 273, 而 且 仅 当 认 角 
形 边 长 是 /了 Fi 高 度 是 寺 Y SF 时 
取 这 芷 小 值 ( 中 13)， 
证 ， 由 34 已 知 当 项 六 校 柱 的 体 
积 广 和 表面 积 各 为 
p33, 
2 k 
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2 严 2F 6 
+ 
ya V3 在 


公式 (1) 得 出 


a ff 


而 且 仅 归 
2P _ 6 


Va Ve 


< 二 站 村 2 =" 1 7 
V3 


对 8 取 基 小 值 ， 但 必须 检验 这 是 否 适合 于 条 件 


ba 


一 一 汉 3 


v8 

如 时 不 适合 ， 可 能 出 现 § 6 所 指出 的 情况 ， 而 这 个 数值 是 不 
能 达到 的 ， 

这 尖顶 坟 楼 柱 的 高 度 是 5 十 学 二 4 一 二 V3/ 芒 ， 它 的 村 


长 高 的 是 ,一 = 低 的 是 5 一 -一 二 73 7 
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定理 2. 体积 为 卢 的 星 莽 四 方 柱 的 表面 积 (不 算 底 面 ) 的 


最 小 值 是 /3, 而 且 仅 当 正方 形 边 长 是 25175 及 榴 高 758 天 
的 情况 下 取 这 曲 小 什 
证 , 由 § 7 已 知 屋 兰 四 方 柱 的 体 


积 记 和 表面 积 S 各 等 于 
r=as, 


而 且 仅 妆 


3313 1 313 
4 一 56 六， 2 一 7 


时 S 取 最 小 值 ， 易 见 b> 了 7 因此 挫 疝 等 于 
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1 PE 1 -2 
万 人 


la 
1 213 


截面 如 图 15， 即 六 角形 的 一 


半 . 图 15 
结论 :由 于 
3TY 了 <-3 呈 2 专 ， 
饭 以 在 保证 同样 容量 的 条 件 下 ， 估 项 六 楼 柱 比 尾 产 四 方 柱 用 
奢 要 少 。 


用 同样 方法 杰 难 证明， 体积 为 天 的 尖顶 四 方 柱 的 央 面 积 
《不 算 底 醒 ) 的 最 小 佑 是 3 2 了， 而 县 仅 当 正方 形 边 长 为 
V2 及 寝 高 为 0” 的 情况 下 下 这 最 小 信 ， 说 得 更 清 楚 些 ， 
这 是 个 以 VE/ 为 详 边 长 ,以 (2x 才 二 XY35 了 一) 了 为 
高 的 尖顶 形 ， 或 即将 费 形 十 二 面体 拦腰 一 截 ， 所 得 之 半 ， 因 
此 在 同样 容量 让， 这 种 容器 和 尖顶 六 楼 柱 凡 材 相 汗 ， 

虽然 如 此 ， 但 实际 测量 一 下 ， 蜂 房 的 痰 小 与 定理 1 中 所 
给 出 的 比例 并 不 相合 。 经 过 实测 ，a 二 0.35 晨 米 , 深 5+ 

1 i 


1 , 1 
— 一 7 le ’ a 了 本 十 一 一 一 上 过 一 一 一 辟 一 一 
ZE 70 原 业 ,而 该 定理 1 + 3 + a 


3 
一 一 x*X0.35 二 0.38 康 米 。 
7 38 厘米 


正 十 : 往事 几 百 革 ， 祖 述 前 费 ， 开 完 说 潜 狐 从 往 ， 蜂 内 
秘 奥 米 爹 摘 ， 待 我 说 前 ! 
下 我 们 上 洁 看 春 ， 话 上 一 战 忆 底面 作 的 ”， 订 哪 部 展 状 
最 好 ? 
先 看 屋 状 四 方 柱 ， 它 起 在 体积 为 
”=a 


的 情 沉 下 求 表 首 积 (包括 个 ?在 内 ) 
$= 4a(d + 3 )re 
的 最 小 值 。 由 


本 
人 +1)e 


< 


一 3[2( 3 +2)3p3, 


> 引 [全 


并 且 私 当 


时 取 等 号 ， 即 


加 4 生 了 2 
“= [| PE [4(2— YY 3) 


时 到 等 号 ， 基 时 


1 > 二 2 十 LT 
“rica 3 3- (2+ 13 ) Fi, 
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再 看 尖顶 六 榨 柱 . 是 在 体积 


本 aib 
2 


的 情况 下 求 类 面积 (包括 * 门 "在 内 )} 


= 


即 


113 
= VT, 


_ 2 .3 3 
ve rr 


二 1 pr 
mV SY VI 
时 取 等 号 ， | 
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两 下 相 比 ， 由 于 
3T2oC¥Y ¥ +2)]3>3T2 3 + 20, 
天 以 还 是 尖顶 六 棱柱 来 得 好 ， 
对 于 尖顶 四 方 柱 而 言 ， 可 以 算出 表面 积 ( 包 括 个 J* 在 内 ) 
的 最 小 值 为 3F2(2 + V2) 六 了 ,也 没有 尖顶 六 楼 柱 来 得 好 。 
对 于 尖顶 太 楼 柱 ， 


与 实 谢 所 得 的 名 二 站 63 下 0、 6 相 比 相当 接近 ， 有 洪 有 道理 


《9 正题 


让 上 豆 知 ， 客 现 情 况 并 不 单纯 是 一 个 “体积 给 定 ， 求 用 
材 匡 小 "的 数 党 问题 ， 闭 样 的 扣 法 古 不 妥当 的 。 现 在 让 我 们 
来 重担 看 看 

把 蜜蜂 的 体态 人 算 ， 从 考虑 它 的 身长 、 腰 国人 手 ， 怎 样 
情况 用 材 最 省 ? 

首先 ， 那 尖顶 六 楼 柱 所 能 容纳 的 “ 腰 斤 ” 等 于 Y 3a {图 


16), 长 讼 是 5 十 ee 身 一 方 首 星 状 四 方 柱 的 “腰围 "等 于 


a 长度 等 于 1 二 一 pr 让 我 们 在 粗 长 各 相等 ， 即 在 
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的 条 件 下 考 氏 问题 ， 册 于 


经 


S1=4a( B+ 


即 症 同 长 同 粗 的 情况 下 ， 尖 项 六 楼 柱 比 诬 知 四方 柱 省 料 些 , 
这 建议 了 以 下 的 猜测 ， 
量体裁衣 ， 形 状 为 尖顶 六 楼 柱 的 峰 房 ， 是 最 省 补 料 的 结 
构 ， 它 比 旦 窒 四 方 往 还 要 节省 材料 
可 看 带 “)]* 的 情况 ,仍然 
可 oa 1 ph la 
Yaason Ota ht 
但 需要 比较 


$1 二 4 a (otra) + 


27 


局 at=6 45+ (+ 3 和 je 


过 有 一 go (B+ 去 


站 
- 
Cy 
My 


谁 大 ,以 a=V 3a, rt 代入 人 5， 得 


s1=4V ac 人 


= Bet (VB + +3)e 


>605+t (LE+ 3 3 )e=s. 
世 就 是 说 ， 带 上 门 ， 还 是 蜂窝 来 得 好 ， 
这 说 明了 生物 本 血 与 环境 的 关系 的 统一 性 ， 
财 记 ， 该 者 不 礁 还 明 ， 邵 
pA 果 我 们 券 虚 *,$ 轴 刻度 不 ~ 
~ | Hie 致 的 正六 这 形 {图 17)， 考 赎 
由 此 上 所作 中 的 六 楼 柱 和 人 尖顶 六 
力 17 楼 柱 。 我 们 不 难 证 明 ， 在 体委 
给 定 的 条 件 下 ， 仍然 以 88 中 所 得 出 的 图 形 表 面积 量 小 。 
学 过 微 积 分 的 读者 可 以 看 出 ， 我 实在 是 在 "分 散 难 战 ” 
确切 地 说 ， 这 是 一 个 四 个 变数 求 条 侍 极 值 的 问题 。 四 个 变数 
是 指 *, 2 = 轴 各 增加 者 于 倍 ， 六 在 某 点 切 下 米 : 茶 件 基 等 
体积 . 
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810 谈 问 


有 从 以 上 所 于 的 一 些 情 襄 看 来 ， 我 们 只 不 过 从 六 棱柱 (起 
四 方 柱 ) 出 发 ， 按 一 定 的 切 拼 方法 做 了 些 研 究 耐 已 ， 实质 
上 ， 这 样 的 看 起 未 人 事物 之 水 质 ， 为 什 各 仅 从 六 楼 柱 出 发 ， 
而 不 能 从 三 角 往 、 四 方 柱 或 共 它 柱 形 出 发 ， 其 至 于 为 什么 要 
从 柱 形 出 发 * 更 不 讲 说 切 托 之 让 也 是 千变万化 了 ! 其 便于 为 
什么 要 从 切 拼 得 来 ! 越 想 问题 越 多 ， 思 路 越 宽 、 

把 两 个 峰 房 门 对 门 地 联接 起 来 ， 得 出 以 下 两 种 可 能 的 图 
形 ( 图 18、19). 


图 18 


这 两 图 形 都 有 以 下 的 性 质 ， 用 这 种 形式 的 读 可 以 赴 沟 整 
全 人 空间。 有 这 样 仁 庄 的 苇 ， 就 是 结晶 体 ， 玫 16 所 表达 的 其 
实 就 是 透视 石 的 晶体 ， 

两 个 星 疹 四 楼 柱 日 对 日 地 楼 在 一 起 ， 两 个 尖顶 四 棱柱 吕 
对 口 地 接 在 一 起 ,各 得 芯 赤 沸 有 (图 20) 与 错 英 石 ( 图 21) 的 
唱 体 图 形 。 特别， 两 个 尖顶 形 台 对 口 地 接 在 一 起 得 一 巷 形 站 
二 面体 ， 也 就 是 石榴 子 石 晶 体 的 图 形 (图 22)。 ， 
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因而 归纳 出 以 下 的 基本 问题 : 

问题 1. 怎样 的 体 可 以 作为 晶体 ?也 就 是 说 ， 用 间 样 的 
体 可 以 无 穷 无 尽 地 ， 无 空 无 阶地 填 满 邯 个 空间 。 

这 是 有 名 的 晶体 问题 经 过 费 德 洛 去 的 研究 知道 ， 昆 体 
可 分 为 230 类 ， 

问题 2. 给 定 体积 ， 哪 一 类 电 体 的 表面 积 最 小 ? 

向 题 3。 纵 一 个 一 定 的 体形 ， 求 出 能 包 有 这 体形 的 表面 
各 最 小 的 蝇 体 ， 例 如 ， 图 23 给 了 一 个 槛 要 或 一 个 陀 曼 , 求 包 
这 概 槛 或 院 妇 的 表面 积 最 小 的 电 体 ， 把 那 卓 体 拦 是 切 为 两 
段 ， 那 可 能 是 蜂 房 的 最 佳 结构 了 ， 

为 了 补充 些 感 性 知识 ， 我们 凿 齐 些 例子 ， 

柱 体 填 满 空间 的 问题 等 价 于 怎样 的 样板 可 以 填 满 平面 的 
问题 。 以 任何 一 个 三 角形 为 样板 都 可 以 填 满 平面 (图 24)。 
任何 四 边 形 也 可 以 作为 样板 用 米 填 满 平面 (图 25)， 一 个 正 
六 边 形 {或 六 个 解 都 是 120* 的 图 形 }， 岂 可 以 用 炉 作 为 样板 
填 满 平面 (图 26). 

在 这 三 个 图 形 中 可 以 看 出 什么 公共 性 质 ? 例如 图 24 的 
各 边 中 点 形成 怎样 的 网 格 ! 在 图 26 中 联 上 六 过 形 的 三 条 “对 
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一 司 27 


角 线 "得 办 怎样 的 图 形 ? 

为 什么 要 求 的 只 是 填 二 整个 空间 或 平面 ， 而 不 基 一 个 球 
或 一 个 圆柱 ? 

现在 让 我 们 以 球 为 例 来 作 一 些 探讨 。 


疼 26 + 图 26 


例 1， 把 球 分 为 二 十 四 多 分 ， 以 球 心 为 原点 ，3| 三 条 坐 
标 轴 ， 和 将 球 分 为 八 等 份 ( 八 个 秆 限 ， 每 个 填 限 一 份 )} 如 图 27 
再 从 每 片 球面 的 中 心 向 三 顶点 如 图 划分 ， 共 得 24 份 . 

例 2， 把 球 分 为 六 十 等 分 ,从 球 内 接 正 二 十 面体 (图 38) 
出 发 ， 向 球 上 投影 得 20 个 三 角形 ;再 把 每 一 个 三 角形 依 中 心 
到 三 角 的 联 线 分 为 三 等 分 ， 因 而 共 得 60 份 . 

例 3, 把 柱 彩 直 切 成 四 等 分 ， 表 切 成 片 ， 每 一 个 成 一 间 
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抽 29 图 30 
上 房 {图 29)。 另 一 方法 ， 作 往 上 江口 象 六 角形 的 图 形 拼 上 上 
{图 30), 
(感谢 许杰 教授 ， 他 给 我 看 到 了 十 生物 笔 石 的 模型 ， 局 
发 出 这 一 图 象 ,》 


册 妖 房 启发 出 夹 的 问 点 ， 所 联想 到 的 问 癫 何止 于 此 ! 滩 
想 联 髓 ， 由 此 及 徙 。 花样 喜 不 少 鼎 1 据说 飞机 的 蜂窝 结构 也 
古 由 此 而 启 活 出 来 徇 ， 但 可 以 根据 不 同 玖 妥 求 ， 而 得 出 各 种 
各 样 的 求 极 值 问题 来 (例如 ,使 结构 的 强度 达到 最 高 的 问题 )。 
就 数学 来 说 ， 由 此 可 以 想到 的 河 题 真 刀 不 少 。 本 文 是 为 商 中 
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水 璐 的 读者 写 前 ， 因 而 不 能 订 道 可 而 止 了 。 但 是 为 了 让 同学 
们 在 进入 大 学 之 后 还 可 以 明 盟 一重 ， 加 味 一 翼 ， 我 在 此 后 再 
深 诺 儿 节 ， 一 来 看 看 怎样 全 起 ”二 米 给 同学 提 优 一 个 例子 ， 
怎样 从 一 个 问题 而 复习 我 们 疡 学 到 的 东西 ， 这 梯 复 习 束 倍 有 
些 学 过 的 内 容 自 然而 然 地 出 联 起 来 了 。 


$311 代 数 


在 阅读 § 12，§ 13 等 内 容 以 曾 ， 我 们 玩 业 一 庚 播 活 。 这 
恨 搬 话 可 以 不 看 .也许 奢 了 一 下 会 觉得 丰 些 联系 不 上 ， 代 将 
来 回顾 一 下 ， 读 者 会 厂 深 长 人 会 的 1 

色 过 族 转 ， 平 侈 法 视 石 《两 个 阁 房 对 合 所 成 的 图 形 ) 
的 表 而 积 利 体积 不 变 。 存 89 中 曾经 提出 过 把 *, 5,z 轴 各 增 
长 若 工 倍 击 看 -一 个 透视 石 体积 及 表面 猴 的 变化 的 情况 ， 如 时 
体积 不 变 ， 怎 样 的 傍 数 才能 三 赤 面 可取 承 小 仍 ? 这 实质 上 是 
求 ， 在 群 

二 性 二 六 二 = Pay 十 795 十 申 ， 

wax Psy + Ys +0, 


la A1 FY1 
oa Ba Ya |= 1 
Vf fy 9 


下 ， 等 价 于 一 个 透视 有 有 的 诸 图 形 中 ， 哪 一 个 下 面积 怕 小 、. 
沿 来 ;对 平行 六 带 体 的 计 论 可 能 容易 些 , 央 无 数 个 同样 的 
吾 行 六 面体 可 以 所 洱 空 间 ， 即 果 六 而 体 前 体积 给 了 了 ， 皇 样 前 
形状 表 姑 积 最 小 《或 楼 的 总 氏 起 短 ， 或 楼 的 长 座 的 污 积 最 
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小 让 
讲 到 这 上 玫 ， 和 皮 且 押 下 ， 慢 慢 咀 咀 ， 人 怪 慢 体会 这 一 段 诺 与 
以 下 记 讲 的 东西 的 英 系 ， 我 们 先 看 一 批 代数 不 等 式 。 
例 1， 求 证 
2v ladel Svat + ye rd, (1) 


而 且 仅 当 和 多 = 一 人 及 15| 一 jc] 或 al 一 12 时 取 等 号 . 


证 :由 
CatB)(e td) ead—bc) rar tbd) 
tad—bc), 
地 此 
lad—bcl < Vv (Cat+o)(e + dl), {2) 


3 jad 一 5c| ee TY 二 让 二 


< (yat + Vota), 


即 得 所 证 . 
例 2. 求证 
6V ad—bel SV ater 
+ Vetctabid)—2y 3 (ep 二 cd) 


+ Vetciatbidy tov 3abted). (3) 
读者 试 自 己 证 明 此 式 ， 并 且 试 证 以 下 两 不 等 式 。 基 好 等 
证 毕 后 再 看 $ 13， 
例 3. 求证 
16lad—bcl? (e+ el){a 十 6 十 652 二 dd27]? 
—l2(ab + cd)’. {4) 


34 


例 4 当时， 


[ea@ 一 总 Fr ”< 1H (at esin—~ 2 


—2{tapt+ cd) sin (2 lo 21 1) 
Er 


mn 


rb? decor ~ 4), (5) 


|agd 一 下 手势 17 | 人 2 十 c3) sint el 


如 | 9 


一 8 二 CC) sin (2 1) cos 一 


上 cos 。 (6) 


(5) 起 比 人 8) 式 难 些 ， 我 们 将 在 人 14 中 给 以 证 明 ， 


$12 儿 他 


图 看 上 节 (1》 式 及 (2) 式 的 几何 意义 部 何 ?在 平面 上 作 
三 点 O00,0)，Ata, 刀 及 B{c, dd) 以 04, 08 为 边 的 平行 四 
边 形 的 面积 等 于 jad 一 bc|，OA, 0 的 长 诽 各 为 好 十 站 ， 
YG. 所 以 上 节 不 等 起 (2) 的 意义 是 平行 四 这 形 前 面积 
小 乎 或 车 于 两 都 这 的 切 积 ， 
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en 


下 而 不 等 式 《1) 的 次 交 是 :， 平 
1 行 四 边 形 面积 的 平方 栋 小 于 或 多 于 
\ 共和 局 长 的 四 分 之 一 ， 即 四 地 长 的 平 
均 恪 ， 并 县 仅 当 正 方形 时 取 等 号 ; 
焉 者 说 (1) 的 意 六 也 就 是 周 长 一 定 
的 平行 四 这 形 中 ， 以 正方 形 的 面积 
为 最 大 。 

吉大 不 签 式 《3)， 从 代数 的 胡 
度 来 铬 有 些 水 然 ， 有 些 突然 ， 候 从 几何 来 看 却 是 “ 周 长 一 定 
的 六 这 形 中 ， 记 正六 衣 形 前面 各 为 最 大 "的 这 一 性 质 的 鞋 例 ， 
不 等 式 (6} 也 可 以 作 如 是 观 ， 

这 些 结 困 的 几何 意 关 是 及 显 和 的 。 但 如 曙 牢 开 几 何 ， 就 式 
论 式 ， 从 代数 角 谋 来 看 就 有 些 意外 了 了， 实质 电 其 然 识 ， 雇 以 
千里 ! 那 不 过 是 几何 的 性 夺 用 代数 的 浅 言 说 出 而 已 ， 

这 是 “几何 ”启发 出 “代数 *"， 但 代数 的 考虑 又 大大 地 让 官 
了 上 几何， 由 于 天 何平 均 小 于 算术 平均 ， 因 此 ， 轩 (567 式 可 以 
追问 更 精密 的 《〈5)》 式 对 不 对 ， 权 从 几何 角度 直接 着 出 (5) 
式 来 是 不 太 容 易 的 . 

不 要 说 不 等 式 (2) 简单， 推广 到 = 维 空间 就 存 


Hi ln 


CO) 
图 31 


闫 ™ 
es ee 
24=1 


i=l 工 二] 


aa 
这 是 有 名 的 Hadamard 不 鱼 式 .但 其 几何 青 观 已 尽 平 此 点 ， 
对 有 幸 富 几何 直观 的 人 来 说 此 式 之 发 明 并 非 出 人 意料 了 ， 正 


HH. 
A 
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赦 与 形 ， 本 是 相 情 依 ， 直 能 分 作 两 这 上 飞 ， 数 不 形 时 少 直 
常 ， 形 少数 时 难 入 给 ， 数 形 钻 合 百 般 订 ， 障 条 分 家 万 事 非 ， 
切 莫 忘 ， 几 和 何 代 烧 统 一 位 ， 永 远 联 系 ， 切 莫 分 离 ! 


313 推广 


我 们 现在 来 证 明 812 公式 (5)， 在 证 明之 前 ; 我 们 换 一 
下 符号 。 命 
A=ie, B=—ad~ed, C=8+ oa, 
因此 
Cad— bc) =(at te tA (ad t ced) = AC~— BY. 
和 于 的 公 趟 55 一 变 而 为 求证 ， 如 果 4>0，AC 一 820， 则 


cac—B <TH As 
i=] 


{2 11), T2711) 2 2 | 
rn na n ” 


+2Bsn 二 Ceos 


(1) 
这 式 子 的 右边 用 了 了 表 之 ， 用 傍 角 公式 得 


2 7T(2 i—1) 
nl 


P=TI[3 (A+C)+B sin 


2 n 


I p -eco 人 2 < 一 + 
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这 上 儿 


1 
PP 一 六 (4+TC)， 9 一 /82+ TC—A)’, (2) 
a 
。 1 
sin I= (CA)/9 


[vexp (2 下 2 一 + [一 


La LE 5 


一 12 直人 ~—2uveos (2 2 一切 一 -一 全 十 7), 


这 儿 e* 写成 为 expx ,如 果 取 得 nv 全 
ui Tv=p, 2 uv=g, (3) 
则 吴 可 以 写成 为 Q&, 其 中 
总 一 Ho 2 Dy). 
当 是 奇数 时 ， 
人 = | UD Ed 


mml 
即 得 
P= (nen rein 


= "C08 nN {4d) 


当 5 是 偶数 时 ， 


nn 
-一 。 UL a2nif 闻 人 
Q {u— ve'le 2 


+ 一 ] 
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了 让 本 起 也 
一 Te 了 ~ (vere rin) T=(uT +v eri2)2, 


即 得 
Pa(ur triauT vr os) 《5) 
我 们 现在 需要 以 下 的 简单 引 理 ， 
引 理 。 当 4>v 守 0 及 m 这 2 时， 
{ut 6) 


这 引 理 等 价 于 ， 当 >* 之 0 有 时， 
(1— XT (I #2)™, 
证 ， 由 于 x rtl, 所 以 ， 车 原 式 成 立 ， 应 有 
(1— at > (1— x) (X= (1 x tl, 
原 式 在 m=2 时 显然 成 立 。 因此 , 由 数学 归纳 法 可 以 证 明 《6) 
式 ， 
把 这 引 理 用 到 (4) 式 ， 当 n 是 奇数 时 ， 
Pu” 十 W272 uu 2 , 
由 (3) 及 (2) 可知 
(a0) pig At CP— Bm ACY 


=4AC— 8B, 
即 得 (1) 式 ， 
当 n 是 个 数 时 ， 由 (5) 式 
Prim 2 ui =u 
us) AC— BT, 
也 得 (TD 趟 。 
附 记 1， 当 mm>2 时 ， 引 建 中 的 不 等 式 ， 当 且 仅 当 2>=0 
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时 取 等 导 ， 而 > 一 0 等 价 于 

18+ 一 ?=0， 
即 当 且 仅 当 8=0，4 二 CO 有 时，(1) 式 取 等 导 。 但 须 注 意 4 二 4 
的 傅 况 必须 除外 (因为 闫 =2 了 )， 这 时 取 等 号 的 情形 应 当 是 
cos 3% 二 一 ]， 基 5 二 90"， 及 d= 

回 到 碎 米 的 问题 ， 当 rn 六 4 时 ， 

2 二 a, abi+cd=0, {7) 
即便 12(6) 式 成 衬 ， 出 且 仅 当 (?) 式 成 衬 时 取 等 号 。 

附 记 2。 当 n= 二 #4 轩 ， 不 等 式 和 12 (5) 是 

Cad be) Latb)? tet a [ab) + Ce—d)], 
当 且 仅 当 十 0 二 避 十 和 时 到 圈 号 ， 换 符号 
oat+bh, B=a~b, +~e+d, d=0—d, 
则 得 (C6— py) C0 + 7 CR +, 
当 且 促 当 碟 二 ce 一 下 一 下 二 a 二 YE=0 时 取 等 号 。 这 就 是 
Hadamard 不 等 式 。 

这 样 的 推广 实际 上 可 以 说 “过 了 一 步 ” 的 礁 广 ,我 们 原来 
所 讨论 的 问题 是 三 维 的 ， 而 我 们 巡 成 二 维 ， 然 后 夏 春 二 维 中 
有 哪些 推广 的 可 能 性 ， 这 是 一 般 的 研究 方法 ， 鞠 足够 地 退 到 
我 们 所 最 容易 置 清楚 问题 的 地 方 ， 认 远 了 铅 深 了 ， 然 后 再 上 
去 ， 

我 们 再 看 另外 一 个 例子 ， 在 这 例子 中 我 们 希望 把 三 钊 
形 ， 四 面体 .……' 推 产 到 维 空间 的 {xn 十 1) 面 体 的 问题 ， 

在 4 维 空 间 取 +1 点， 这 +1 点 中 的 任意 点 决定 
一 平面 ,共有 +1 个 面 ， 这 些 面包 有 的 体 的 容积 是 天 .过 
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n+1 点 中 的 任意 两 点 可 以 作 一 线段 ， 共 有 于 na(n+1) 条 线 


慨 ， 我 们 的 问题 是 疡 给 定 了 ， 求 这 wm(z+1) 条 绪 段 乘积 


的 芒 小 值 . 
读者 不 要 小 春 这 问题 ， 自 己 试 诚 “四 面体 ”使 知 其 分 量 
7. 


314 极 很 


把 812 的 (外 式 扒 到 > 吕 的 情形 ， 和 由 积分 的 定义 


[adbcid elm | Ca | ea sinz C2 Lm1) 
证 


na LI 


—2{a8+ cd) sin 


nt{2t—1) 08 T2141) 
于 


站 


F CB? + a?)cos? 2 
1 
-a7) [Casing osing) + (esing—dcos 6) | do. 
0 
换 符号 42 十 62 一 A， B= 一 ab 一 cd, C=bid,, 则 竹 
2 
(4C 一 Be 汉人 《4sina28 工 2 8 sing cosd 
2 到 JJn0 
+ Ceos20) a0. (1) 
菇 1205) 可 以 得 出 时 精密 的 不 等 式 
Tx 
Tlog CAC— 8:) < logt Asind 1 2 Bsing cost 
2 2 - 


+ Cosgd do, {2) 


我 们 能 不 能 吉 接 证 明 这些 不 等 式 ? 能 ! 读 过 微 积 分 的 凌 
者 自己 想 想 看 ， 


$15 抽 和 祭 


, 在 平面 上 给 出 一 尖 样 板 久 (图 
L777 32), 变换 
E=at + by+p, 
CI) ba 4 过 一 五 CD 
6 Te 


把 六 变 成 为 全 ,四平 面 上 的 N (TT). 
图 3 AZ) 的 面积 及 周 界 长 度 各 命 忆 
为 47 与 世人 7) 求 
ALPINE 


的 最 大 值 ， 
取 单 位 问 内 挡 正 4 角形 为 样板 ， 它 的 周 长 和 面积 各 为 


人. 不妨 假 定 正 # 边 形 的 顶点 就 是 
(eos 2 sin 2 ), 一 人 112 一。 
n 1 
经 变换 (7 后， 这 = 点 各 变 为 


和 一 终 人 品 5 


L = COs 


站 Er nn 
3 811 一 与 -一 5D 
nN 与 3 


+Bsin 2 +p, 
理 


也 下 总 
过 Sn og. 


第 1 边 的 长 度 是 
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CEI— Et vp) 


7 — | 
， (2 1) os (oF ™] 
nt 


,| 
= 51 到 | — Ain ——— 
nitl n 


(2 Il} ,geo 
n 


， xD 


+| 一 Sin 
了 


因此 总 长 座 是 


罗 .. 
LL(T}=2 sin 芝 y， [= sin ti! 1—D) 十 5 cos 区 (2 一 了 站 
na 在 下 


= 


— _ 2 3 二 
{ol DD) eos XA{2 1)] 可 
2 r 


+| 一 cai 
而 新 的 = 过 形 的 面积 不 难 算出 是 


A(T)= lad—bc! sin 2 


了 
和 
i 


因此 本 节 开 始 提 出 的 问题 的 解答 已 由 12 公式 (6) 给 出 ， 
mn , ae) 


CACT)) 和 
LOO) ~ TT “ 


D7 sin 一 - 
n 


当 n 六 时 ，n 边 形 趋 于 图，A4(T) 与 L(T) 各 趋 于 读 略 
经 (了 ) 变 换 而 变 成 的 椭 疼 的 面积 4 与 周 长 ,而且 有 不 等 式 
2, 


A 
这 趟 是 有 名 的 等 边 长 问题 的 特例 ,但 (5) 式 比 (6) 式 更 精 
确 ， 鞭 极限 已 如 上 节 所 述 ， 因 而 改进 了 等 边界 问题 的 不 等 
式 ， 必须 指 划 ， 适 合 原 不 等 式 的 钞 数 类 是 很 宽 的 ， 对 改进 了 
的 不 等 式 米 说 注 围 挟 罕 了 很 多 . 
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我 们 这 儿 只 不 过 就 平面 问题 伯 了 一 个 简单 的 开端 ， 所 联 
系 到 的 与 兢 子 论 ， 群 论 ， 不 等 式 论 ， 变 分 计 等 有 关 的 问题 还 
不 少 呢 ? 但 号 得 太 多 是 篇 幅 所 不 充 许 的 ， 并 下 可 能 有 人 会 省 
在 些 率 强 附会 了 。 实 质 上 ， 王 经 万 语 的 关系 看 来 攻 断 若 续 ， 
而 这 自居 由 此 及 和 被， 由 表 及 里 的 线索 呢 | 上 总之， 起， 联想， 
淹 ， 多 看 ， 问 题 只 会 愈 来 您 多 的 。 至 于 运用 之 妙 ， 那 只 好 在 
平 其 上 了 1! 但 习惯 于 已 考 联 粗 的 大 一 定 会 直 得 深 些 远 些 ; 没 
宕 已 状 联想 的 人 ， 虽 然 谍 破 万 关上 书 ， 依 然 看 外 到 韦 外 的 癌 
题 ， 


1963 年 除 之 初稿 
i964 年 工 月 12 日 洁 稿 主 铁 狮子 坟 


44 


